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(57) Спосіб визначення параметра коливань нелі-
нійної дисипативної коливальної системи, за яким
задають перше початкове і перше кінцеве значен-
ня амплітуди вільних коливань нелінійної дисипа-
тивної коливальної системи, вимірюють перший
часовий інтервал і перше число циклів в цьому
часовому інтервалі при зміні амплітуди вільних
коливань від її першого початкового значення до
першого кінцевого значення, потім змінюють інер-
ційність нелінійної дисипативної коливальної сис-
теми і приводять вищевизначену сук упність опе-
рацій по виміру другого часового інтервалу і числа
циклів в цьому часовому інтервалі, який відрізня-
ється тим, що інерційність нелінійної дисипативної
коливальної системи змінюють ( )1N2 -  разів,  де
...,3,2,1N = , і при кожній із ( )1N2 -  змін інерційно-
сті приводять вимір часового інтервалу і число
циклів в кожному із ( )1N2 -  часових інтервалів, при
незмінних в кожному із ( )1N2 -  часових інтервалів
першого початкового і першого кінцевого значень
амплітуди вільних коливань, а оцінку 0wˆ  частоти
вільних коливань визначають по співвідношенню:
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де: Y-D-Y+D=YD±D iii , Y
+Di , Y
-Di  - величини
змін фаз коливань при і-й зміні інерційності
( )N2,1i = ; Y+Di  -  величина зміни фази при кожній
парній зміні інерційності; Y-Di  -  величина зміни
фази при кожній непарній зміні інерційності;
+p=Y+D in2i ;
+
in  - число циклів коливань при кож-
ній парній зміні інерційності при зміні амплітудних
значень коливань від початкового значення Ха1 до
кінцевого значення Ха2;
-p=Y-D in2i ; -in  - число циклів коливань при кож-
ній непарній зміні інерційності при зміні амплітуд-
них значень коливань від початкового значення
Ха1 до кінцевого значення Ха2;
tititi
-D-+D=D±D , ti
+D , ti-D  - часові інтервали при
кожній парній і непарній змінах інерційності відпо-
відно при зміні амплітудних значень коливань від
початкового значення Ха1 до кінцевого значення
Ха2;
( ) timitimitimi -D-D-+D+D=DD±D , mi+D , mi-D  - додат-
кові маси, що додаються до основної маси m  і
змінюють інерційність коливальної системи при
парній і непарній змінах інерційності відповідно.
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Корисна модель відноситься до області маши-
нобудівної, авіаційної і космічної техніки, а саме до
способів визначення параметрів вільних коливань
нелінійних дисипативних коливальних систем із
кінцевим числом ступенів вільності,  і може бути,
зокрема, застосована при визначенні моментів
інерції за допомогою механічних коливальних сис-
тем.
Відомий спосіб визначення параметра коли-
вань нелінійної дисипативної коливальної систе-
ми, за яким задають перше початкове значення
амплітуди коливань нелінійної дисипативної коли-
вальної системи, вимірюють перший і другий ча-
сові інтервали зміни амплітуди коливань [Гернет
М.М., Ратобильский В.Ф. Определение моментов
инерции. - М.: Машиностроение, 1969, с. 84, 85,
207, 209].
Недолік відомого способу - недостатня точ-
ність, яка пояснюється помилками за рахунок при-
йнятого допущення про те, що коефіцієнт KR ані-
зохронності коливань не залежить від амплітуди
коливань.
За прототип вибрано спосіб визначення пара-
метра коливань нелінійної дисипативної колива-
льної системи, за яким задають перше початкове
значення амплітуди коливань нелінійної дисипати-
вної коливальної системи, вимірюють перший і
другий часові інтервали зміни амплітуди коливань,
задають перше кінцеве значення амплітуди коли-
вань системи, вимір першого часового інтервалу і
числа циклів коливань приводять при зміні амплі-
туди коливань від її першого початкового значення
до першого кінцевого значення, потім задають
друге початкове і друге кінцеве значення ампліту-
ди коливань, вимір другого часового інтервалу і
числа циклів коливань приводять при зміні амплі-
туди коливань від її другого початкового значення
до другого кінцевого значення, після чого зміню-
ють інерційність нелінійної дисипативної колива-
льної системи і приводять вищевказану сукупність
операцій для системи з іншою інерційністю, визна-
чення параметра нелінійної дисипативної колива-
льної системи приводять при урахуванні амплітуд і
чисел циклів коливань, часових інтервалів, що
вимірюються [Ав. св. СССР №1703990, МПК
G01Н11/00, 1992].
Недоліком відомого способу є недостатня точ-
ність визначення параметра коливань нелінійної
дисипативної коливальної системи, яка обумовле-
на неврахуванням похибок при проведенні вимі-
рювань часових інтервалів і чисел циклів в кожно-
му часовому інтервалі, а також недостатнім по
множині інформаційним масивом даних при про-
веденні вимірювань і формуванні регресійної за-
лежності для застосування методу найменших
квадратів.
В основу корисної моделі поставлене завдан-
ня удосконалення способу визначення параметра
коливань нелінійної дисипативної коливальної
системи, що дає можливість врахувати похибки
при проведенні вимірювань, фіксації і запам'ято-
вуванні часових інтервалів, чисел циклів в кожно-
му часовому інтервалі, а також сформувати доста-
тній по множині інформаційний масив часових
інтервалів для появи можливості формування ре-
гресійної залежності і застосуванні методу най-
менших квадратів, що забезпечує збільшення точ-
ності визначення параметра коливань, а саме,
частоти вільних коливань лінійної породжувальної
системи.
Поставлене завдання вирішується тим, що в
способі визначення параметра коливань нелінійної
дисипативної коливальної системи, за яким зада-
ють перше початкове і перше кінцеве значення
амплітуди вільних коливань нелінійної дисипатив-
ної коливальної системи, вимірюють перший часо-
вий інтервал і перше число циклів в цьому часо-
вому інтервалі при зміні амплітуди вільних
коливань від її першого початкового значення до
першого кінцевого значення, потім змінюють інер-
ційність нелінійної дисипативної коливальної сис-
теми і приводять вище визначену сук упність опе-
рацій по виміру другого часового інтервалу і числа
циклів в цьому часовому інтервалі, згідно з корис-
ною моделлю, інерційність нелінійної дисипативної
коливальної системи змінюють (2N-1) разів, де
N=1, 2, 3, ..., і при кожній із (2N-1) змін інерційності
приводять вимір часового інтервалу і число циклів
в кожному із (2N-1) часових інтервалів при незмін-
них в кожному із (2N-1) часових інтервалів першо-
го початкового і першого кінцевого значень амплі-
туди вільних коливань, а оцінку 0wˆ  значення
параметра частоти ω0 вільних коливань визнача-
ють за співвідношенням
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де: D±DіY=D+іY-D-іY, - D+іY, D-іY - величини змін
фаз коливань при і-й зміні інерційності ( )N2,1i = ,
D+іY - величина зміни фази при кожній парній зміні
інерційності; D-іY величина зміни фази при кожній
непарній зміні інерційності;
D+іY=2pn+і;  n+і -  число циклів коливань при ко-
жній парній зміні інерційності при зміні амплітудних
значень коливань від початкового значення Ха1 до
кінцевого значення Ха2;
D+іY=2pn-і; n-і - число циклів коливань при кож-
ній непарній зміні інерційності при зміні амплітуд-
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них значень коливань від початкового значення
Ха1 до кінцевого значення Ха2;
D±Dіt=D+іt-D-іt, D+іt, D-іt - часові інтервали при ко-
жній парній і непарній змінах інерційності відповід-
но при зміні амплітудних значень коливань від
початкового значення Ха1 до кінцевого значення
Ха2;
D±(DіmDіt)=D+іmD+іt-D-іmD-іt, D+іm, D-іm - додаткові
маси, що додаються до основної маси m і зміню-
ють інерційність коливальної системи при парній і
непарній змінах інерційності відповідно.
Для формування нового алгоритму і нових
аналітичних співвідношень при оцінці інерційно-
жорсткісних параметрів необхідно сформувати
інформаційні масиви часових інтервалів, чисел
циклів, додаткових мас і застосувати метод регре-
сійного аналізу.
Розробка нового алгоритму і нових аналітич-
них співвідношень для визначення оцінок параме-
трів базується на застосуванні асимптотичного
методу Крилова - Боголюбова - Митропольського
(КБМ).
Розглянемо математичну модель МКС у ви-
гляді нелінійного диференціального рівняння дру-
гого порядку [Боголюбов Н.Н., Митропольский
Ю.А. Асимптотические методы в теории нелиней-
ных колебаний. - М.: Физматгиз, 1963. - с. 36-49].
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частота вільних коливань лінійної породжувальної
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dx,xf  - нелінійна функція, e>0 - малий па-
раметр.
Рішення x(t)=Xacosy першого наближення рів-
няння (1) визначається із рівнянь першого набли-
ження [6]
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Беручи до уваги співвідношення y=2pn між
фазою y і кількістю коливань n, із (2) отримаємо
рівняння
dy=w0dt+A1-1B1dXa. (3)
Застосовуючи метод додаткових мас Diw при
умові Dim<<m, отримаємо наближене співвідно-
шення для визначення інформаційного масиву
частот ( )N2,1ii0 =w
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де Dim ( )N2,1i =  - інформаційний масив додат-
кових мас.
На підставі рівняння (3) при урахуванні (4)
отримаємо таке рівняння
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Приймаючи до уваги необхідність виконання
умови
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із (6) отримаємо таке рівняння
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де Diy=2pni; ni, Dit - числа циклів, часові інтер-
вали при зміні амплітудних значень коливань від
Хa1 до Xa2 для маси (m+Dim).
На підставі (8) отримаємо такі рівняння
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Підсумовуючи ліві і праві частини рівнянь сис-
теми (9), отримаємо таке рівняння
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де
D±DіY=D+іY-D-іY,
D±Dіt=D+іt-D-іt,
D±(DіmDіt)=D+іmD+іt-D-іmΔ-іt.
(11)
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D±DіY=D+іY-D-іY, D+іY, D-іY - величини змін фаз
коливань при і-й зміні інерційності ( )N2,1i = ; D+іY -
величина зміни фази при кожній парній зміні інер-
ційності; D-іY величина зміни фази при кожній не-
парній зміні інерційності;
D+іY=2pn+і;  n+і -  число циклів коливань при ко-
жній парній зміні інерційності при зміні амплітудних
значень коливань від початкового значення Ха1 до
кінцевого значення Ха2;
D-іY=2pn-і; n-і - число циклів коливань при кож-
ній непарній зміні інерційності при зміні амплітуд-
них значень коливань від початкового значення
Ха1 до кінцевого значення Ха2;
±Dіt=D+іt-D-іt, D+іt, D-іt - часові інтервали при кож-
ній парній і непарній змінах інерційності відповідно
при зміні амплітудних значень коливань від почат-
кового значення Ха1 до кінцевого значення Ха2;
D±(DіmDіt)=D+іmD+іt-D-іmD-іt, D+іm, D-іm - додаткові
маси, що додаються до основної маси m і зміню-
ють інерційність коливальної системи при парній і
непарній змінах інерційності відповідно.
На підставі (10) мінімізуюча функція S має ви-
гляд
( ) ( )å
=
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2
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1mˆ20ˆti0ˆiS .(12)
Формуючи частинні похідні
0ˆd
dS
w
,
( ) úûùêëéw
-1
0 mˆ2ˆd
dS
, отримаємо такі рівняння для визна-
чення оцінки 0wˆ  частоти ω0 вільних коливань:
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або
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Із системи (14) визначимо оцінку 0wˆ  частоти
w0 вільних коливань детермінантним методом
( ) ( ) ( )
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Спосіб визначення оцінки 0wˆ  частоти w0 віль-
них коливань лінійної породжувальної системи
реалізують на підставі такого алгоритму:
1) Формують 2N, де N=1, 2, 3, ... режимів віль-
них коливань нелінійної дисипативної коливальної
системи.
2) В кожному з 2N режимів вільних коливань
нелінійної коливальної системи масу системи змі-
нюють на величину Dim ( )N2,1i = . Тому отримаємо
таку дискретну послідовність величин мас
(m+D1m), (m+D2m), ..., (m+Dim), ..., (m+D2Nm), для
кожної з яких формують режим вільних коливань.
3) Задають постійне для всіх 2N режимів поча-
ткове значення амплітуди Ха1 вільних коливань
коливальної системи і постійне для всіх 2N режи-
мів кінцеве значення амплітуди Ха2 вільних коли-
вань (Ха2<Ха 1) коливальної системи.
4)  В кожному і-му з 2N  режимів вільних коли-
вань при зміні амплітуди коливань від значення
Ха1 до значення Ха2 фіксують часовий інтервал Dit
і число циклів nі коливань в часовому інтервалі Dit.
5) Формують інформаційні масиви часових ін-
тервалів D1t, D2t, ..., Dit, ..., D2Nt і відповідних чисел
циклів n1, n2, ..., nі, ...n2N, що поелементно відпові-
дають інформаційному масиву мас (m+D1m),
(m+D2m), ..., (m+Dim), ..., (m+D2Nm).
Кожний інтервал із множини 2N часових інтер-
валів вимірюють при наявності похибок вимірів.
Тому необхідно сформувати клас мінімізуючи фун-
кцій для визначення оцінки 0wˆ  частоти вільних
коливань w0.
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Новим в алгоритмі є проведення операцій ви-
мірювання, фіксації і запам'ятовування (2N-1) ча-
сових інтервалів Dit і (2N-1) чисел циклів ni вільних
коливань додатково для множини коливальних
систем, що формується набором коливальних
систем із масами (m+D2m), ..., (m+Dim), ...,
(m+D2Nm) при зміні амплітуди вільних коливань від
постійного початкового значення Ха1 до постійного
кінцевого значення Ха2.
Отримані інформаційні масиви дозволяють
сформувати на підставі регресійних залежностей
систему нормальних рівнянь і отримати оцінки
частоти вільних коливань і інерційно-жорсткісних
параметрів.
Спосіб визначення оцінки 0wˆ  частоти w0 віль-
них коливань лінійної породжувальної системи
реалізують наступним чином.
1) Установлюють випробуваний об'єкт на пла-
тформі електродинамічного вібростенда.
2) Формують 2N режимів вільних коливань об'-
єкта, математична модель якого відповідає нелі-
нійному диференціальному рівнянню другого по-
рядку.
3)  В кожному із 2N  режимів вільних коливань
масу резонуючого елемента дискретно змінюють
на величину Dim ( )N2,1i = . Тому маємо таку послі-
довність величин мас НКС (m+D1m), (m+D2m), ...,
(m+Dim), ..., (m+D2N-1m), (m+D2Nm) при виконанні
умови вибору додаткових мас Dim<<m ( )N2,1i = .
4) Задають значення початкової амплітуди Ха1
вільних коливань і кінцевої амплітуди Ха2 вільних
коливань резонуючого елемента випробуваної
конструкції. Постійні початкове Ха1 і  кінцеве Ха2
значення амплітуд коливань фіксують в кожному із
2N режимів вільних коливань.
5) В кожному і-му режимі із 2N режимів вільних
коливань вимірюють і фіксують часовий інтервал
Dit  і число циклів ni коливань при зміні амплітуди
від значення Ха1 до значення Ха2 (Ха1>а2,
Ха1=const, Ха2=const).
6) Формують і фіксують інформаційний масив
часових інтервалів (D1t, D2t, ..., D2Nt) і інформацій-
ний масив відповідних чисел циклів (n1, n2, ..., n2N),
що відповідають інформаційному масиву мас
[(m+D1m), (m+D2m), ..., (m+D2Nm)].
Визначені інформаційні масиви часових інтер-
валів і відповідних чисел циклів виступають базо-
вими для формування інформаційного масиву
мінімізуючих функцій, на підставі яких формується
інформаційний масив регресійних залежностей
для визначення оцінки 0wˆ  резонансної частоти w0
породжувальної коливальної системи.
Новим в алгоритмі є формування "і"
( )1N2,1i -=  режимів вільних коливань, кожний з
яких відповідає коливальній системі, маса якої має
значення (m+Dim),  і в кожному з яких фіксують і
запам'ятовують часовий інтервал Dit і відповідне
цьому часовому інтервалу число циклів ni при зміні
амплітуди коливань від постійного значення Ха1 до
постійного значення Ха2.
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